UZAYIN
SEKiLLERI

Asirlik Poincaré Savi’'nin ispati icin vaadedilmis olan 1 milyon dolarhk 6diilii, belki de Rus ma-
tematikci Grigori Perelman alacak. Matematikgi, ispati gerceklestirmekle li¢ boyutlu uzaylar ka-
talogunu da tamamlamis bulunuyor.

yaga kalkin ve gevrenize ba-

kin. Sicrayn, ileri-geri ytrt-

yun. Kollarmnizi sallayn.

Siz, her dogrultuda milyar-

larca 1sik-yilina uzanan bir
3-manifoldun (li¢ boyutlu uzaym) ufak
bir bolgesinde hareket eden bir pargacik-
lar toplulugusunuz.

Manifoldlar (ya da cok katlilar, ¢ok
boyutlular) matematiksel yapilardir. Gali-
leo ve Kepler’den bu yana fizigin en bi-
yuk basarisi, gercekligi su ya da bu tir
matematikle (6rnegin manifoldlarin ma-
tematigiyle) aciklamasidir. Fizik, biittn
olgularin ti¢c boyutlu uzay arka zeminin-
de yer aldigimni kabul eder (sicim kuram-
clarmin bu Gg¢ boyut disinda cok kiictik
boyutlarin varoldugu savlarini dikkate
almazsak). Uc boyut, bir parcacigin ko-
numunu saptamak icin ti¢ sayinin gerek-
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tigini séyler. Diinya yakininda bu t¢ say1
enlem, boylam ve ytikseklik olabilir.
Newton fizigi ve geleneksel kuantum
fizigi, her seyin yer aldig1 ti¢ boyutlu uza-
yin sabit ve degismez oldugunu kabul e-
der. Buna karsin, Einstein’in genel gore-
lilik kuramina gore uzay aktif bir oyun-
cudur: bir noktadan bir bagkasina olan
uzaklik, yorede varolan madde ve enerji
miktariyla ve gecmekte olan herhangi bir
kiitlecekim dalgasi olup olmamasiyla da
baglantilidir. Ne var ki, s6zkonusu olan
ister Newton ister Einstein fizigi olsun,
uzay, sonlu ya da sonsuzlugundan ba-
gimsiz olarak, bir 3-manifold ile temsil
edilir. Bu nedenle, 3-manifoldlarin 6zel-
liklerini anlamak, tim fizigin (ve tim di-
ger bilimlerin) temelini tam olarak anla-
mak bakimindan zorunludur. (4-mani-
foldlar da onemlidir: uzay ve zaman be-

raberce bir 4-manifold olusturur.)

Matematikciler 3-manifoldlar konu-
sunda bircok sey biliyorlar; ama en temel
bazi sorulari yamtlamak hi¢ de kolay ol-
madi. Manifoldlar1 inceleyen matematik
dal;, topoloji. Topologlarm 3-manifold
konusunda sorabilecekleri bazi sorular
sunlar: Yapisi en az karmasik, en basit 3-
manifold ne? Ayni 6l¢lide basit bagka bir-
cok kuzeni var mi; yoksa tek mi?

flk sorunun yaniti uzun stiredir bilini-
yor: 3-ktire olarak adlandirilan uzay, en
basit kompakt (“tikiz”) 3-manifolddur.
(Kompakt olmayanlar, sonsuz olan, ya
da bir kenar1 olan manifoldlar olarak dii-
stintilebilir. Burada yalnizca kompakt
manifoldlar1 ele alacagiz.) Daha sonraki
iki soruysa ytiz yil boyunca ¢oziim bekle-
di. Son olarak 2002 yilinda Rus matema-
tikci Grigori (“Grisha”) Perelman tarafin-



dan sunulan ¢6zlimse, Poincaré savi ola-
rak bilinen kurami buiytik olasilikla ispat-
lamig bulunuyor.

Bundan tam 100 yil 6nce, Fransiz ma-
tematikci Henri Poincaré’nin ileri stirdd-
8l sav su: 3-manifoldlar arasinda yer a-
lan 3-kiire, benzersizdir; baska hichir 3-
manifoldun bu denli ‘basit’ 6zellikleri
yoktur. Daha karmagik olan 3-manifold-
lar, tugladan bir duvar gibi yukariya ytik-
selen sinirlara, ya da bir ormanda énce
ayrilip sonra birlesen patikalar gibi, bir
bolgeden digerine uzanan birden fazla
baglantiya sahiptir. Poincaré savi, bu tiir-
den bir karmasikligi olmayan yegane 3-
manifoldun 3-kiire oldugunu ileri siirer.
Kiireyle bu nitelikleri paylasan herhangi
bir tic boyutlu nesne, 3-kiireyle ayni bici-
me sokulabilir; topologlar icin bu nesne
3-kiirenin yalnizca bir baska kopyasidir.
Perelman’in ispati, ayn1 zamanda tglin-
cti soruyu da yanitlayarak varolan biitiin
3-manifold tiplerinin siniflandirilmasini
tamamliyor.

Bir 3-kiirenin neye benzedigini tasar-
lamak biraz beyin jimnastigi gerektiriyor.
(Bu, sozciik anlamiyla bir kiire degil.) 3-
kiire, hepimizin bildigi 2-ktirenin bircok
6zelliklerini tagir: kire seklinde bir lastik
balonun lastigi, bir 2-kiire olusturur. 2-
kiire iki boyutludur; ctinki tzerindeki
bir noktanin konumunu belirlemek icin
iki koordinat (enlem ve boylam) yeterli-
dir. Ayrica, eger balonun ytizeyinden cok
ktictik bir disk alip onu bir biiytitecle in-
celerseniz diiz, iki boyutlu bir lastik diiz-
lemden kesilmis gibi gortinir. Yalnizca
cok az bir egrilige sahiptir; balon, tsttin-
de ytirtiyen ufak bir bécek icin bir duz-
lem gibi algilanir. Ancak bécek, bir dog-
ru gibi algiladig1 bir cizgi tstlinde yete-
rince ytiriirse, sonunda basladig1 nokta-
ya gelir.

2003 Nisaninda Princeton Universitesi’ndeki bir se-

minerde Grigori Perelman, Poincaré savinin ispatini

ve Thurston’un geometriklestirme programinin ta-
mamlanmasini acikliyor.

Benzer sekilde, 3-kiirede hir sinek,
(va da evrenimiz kadar buiytik bir 3-kiire-
de, bir insan!) kendisini, “bildigimiz” ti¢
boyutlu uzaydaymis gibi algilar. Ancak
herhangi bir dogrultuda bir dogru tize-
rinde uzaya uctugunda, sonunda 3-ktire-
yi ¢epecevre dolasarak kendisini bagladi-
81 noktada bulur; tipki balon ustiindeki
sinek, ya da diinya turuna ctkan biri gibi.

Ucten farkli boyutlarda kiireler de
var. 1-kiireyi biliyoruz: yalmzca bir cem-
ber (yuvarlagin kendisi degil, kenari). n-
boyutlu ktireye de n-kiire deniyor.

Savlarin Ispati

Poincaré 3-kiire savini o6nerdikten
sonra, ispati konusunda hicbir ilerleme
kaydedilmeksizin yarim yiizyill gecti.
1960’larda matematikgiler savin bes ya
da daha fazla boyutlu kiireler icin ben-
zerlerini ispatladilar. Bu boyutlarin her
biri icin, n-kiire yegane ve en basit mani-
folddur. Ispatin, tic ve dértten biiytik bo-
yutlar icin daha kolay olmasi, ¢eliski gibi
gorintyordu. Ozellikle zor olan dért bo-
yut icin ispat, 1982’de geldi. Geriye yal-
nizca Poincaré’nin ilk savi olan 3-kiire
kalmugti.

Uc boyut probleminin ¢éztimiindeki
ilk buyiik asama, 2002 Kasiminda St. Pe-
tersburg’daki Steklov Matematik Ensti-
tisti’'nden geldi. Matematik¢i Perelman,
fizik¢i ve matematikgilerin yeni aragtir-
malarini  gonderdikleri www.arxiv.org.
web sunucusuna bir makale gondermisti.
Cahisma Poincaré savindan séz etmese
de, makaleyi géren topoloji uzmanlari o-
nun savla ilgili oldugunu hemen anladi-
lar. Bunu 2003 Martindaki ikinci bir ma-
kale izledi. O yilin Nisan ve Mayis ayla-
rinda Perelman Amerika’daki Massachu-
setts Teknoloji Enstittisti ve Stony Brook

#Henri Poincaré 1904 yilinda ¢ boyutlu kiirenin belirli
bazi ozelliklerini tasiyan herhangi bir ii¢ boyutlu nesnenin
3-kiire bicimine dondstiiriilebilecegini ileri stirdi. Mate-
matikgilerin bunu kanitlamasi icin 99 yil gerekti. (“U¢ bo-
yutlu kiire”, bildigimiz anlamdaki kiireden farkl.)

Universitesi'nde bu calisma konusunda
bir dizi seminer vermek icin Amerika’ya
gitti. Bir diizineye yakin kurulusun 6nde
gelen matematikcilerinden olusan ekip-
ler, makaleleri incelemeye basladilar.
Her ayrmtimin dogrulugunu inceliyor ve
olasi hatalar1 artyorlardi.

Perelman, Stony Brook’da iki hafta
boyunca giinde tic ila alt1 saat ders verds,
konusmalar yapti. Stony Brook matema-
tikcisi Michael Anderson’un izlenimleri
sGyle: “Her soruyu kesin ve agik bigimde
yanitladi. Ve simdiye kadar ciddi kusku-
lar 6ne stiriilmds degil. Ispatin tamam-
lanmasi icin gereken tek sey, gorece kii-
clik bir ispat. Ama sonuctan kimsenin
pek kuskusu yok.” Ik makale temel fikir-
leri iceriyor; dogrulugu da kabul edilmis
durumda. Ikinci makalenin icerigiyse uy-
gulamalar ve daha teknik gortsler igeri-
yor; dogrulanmislik dtzeyi, birincinin
ulastig1 diizeye heniiz varabilmis degil.

Poincaré savimin ispati icin 1 milyon
dolar 6dul konmus durumda. Bu, Cam-
bridge, Massachusetts’teki Clay Matema-
tik Enstitiisi’'ntin 2000 yilinda belirledi-
8i yedi “Milenyum Problemi'nden biri.
Perelman’in 6ddlu alabilmesi igin ispatin
yayinlanmasi ve iki yillik bir inceleme su-
resini basariyla gecmesi gerekiyor. (Ens-
titi, calismanin web sitesinde yaymlan-
masindan sonra, sonucun baska herhan-
gi bir makale kadar ciddi ve dikkatlice in-
celenmis olduguna da karar verebilir.)

Perelman, yaptigi  calismayla,
1990’larda Columbia Universitesi'nden
Richard S. Hamilton’'un yénettigi bir
arastirma programini genisleterek ta-
mamlamis oluyor. 2003 sonlarinda Clay
Enstitisti Hamilton’un calismasini bir
arastirma Gdtliyle onayladi. Perel-
man’'in hesaplart ve analizleri, Hamil-
ton’un karsilastig1 ve tistesinden geleme-
digi birkag engeli ortadan kaldiriyor.

Eger ispat1 herkesin de bekledigi gibi
dogruysa, Perelman gercekte Poincaré
savindan ¢ok daha genis bir calismayi
gerceklestirmis olacak. Simdi Cornell
Universitesi'nde olan William P. Thurs-
ton’un ileri stirmiis oldugu Thurston
geometriklestirme savi, olanakl biittin 3-
manifoldlar i¢in tam bir siniflandirma.
Teknidi ve basitligiyle inanilmaz ‘giizel-
likteki’ 3-ktire, bu harikulade siniflandir-
manin dayanak noktasi. Poincaré savi
yanlis olsaydi -yani kiire kadar “basit”
baska uzaylar da varolsaydr- 3-manifold-
larin siniflandirilmasi Thurston’un éner-
diginden sonsuz kat daha karmasik olur-
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Kirelerin Cok Boyutlu Miizigi

Perelman savinin kalbinde yatan 3-kiireyi g6z oniine geirmek i-
cin biraz caba gerekiyor. Biiyiik boyutlu uzaylar konusunda teorem-
ler ispatlayan matematikgiler, buna gerek duymaz. Onlar soyut 6zel-
likler ve daha diisiik boyutlarla benzetmelere ve sezgiye dayal kav-

1 Bir cemberle cevrelenmis bir disk diistinelim. Matematikgi icin disk “iki bo-
yutlu bir top”tur; cember de “bir boyutlu bir kiire”. Ayrica, bir “top”, bo-
yutu ne olursa olsun, beyzbol topu gibi ici dolu bir nesnedir. “Kiire” topun
yiizeyidir (balon gibi). Cember bir boyutludur; ¢iinkii tistindeki bir konumu
belirlemek icin tek bir sayi yeterlidir.

3 Bir karincanin kuzey kutbundan yola ¢ikarak, uluslara-
rasi giin degisim cizgisiyle ingiltere’deki Green-
wich’den gecen boylamin olusturdugu biiyiik cember
(solda) boyunca yiiriidiigiinii diisiiniin. Eger bu izlegi i-
ki disk iizerine (sagda) isaret edersek karincanin bir
dogru boyunca (1) kuzey diskinin kenarina (a) yiirtidi-
giinii goriiriiz. Sonra giiney diskinde a’ya karsilik ge-
len noktaya geger ve bu disk lizerinde bir dogru bo-
yunca (2 ve 3) yiiriir. Tekrar kenara geldiginde (b),
kuzey diskine girer ve yiiriimeye devam ederek baglan-
gi¢ noktasi olan kuzey kutbuna (4) dogru yol alir. Ka-
rinca 2-kiire cevresinde yiiriirken, izledigi yolu diskler
lizerinde isaretledik. Burada, aciklanmasi gereken nok-
ta, bir diskten otekine gectiginde hareket yoniiniin

Ekvator

Gliney kutbu

ramlarla yetinirler (ama tabii benzetmelerin gercek olmadigini unut-
mazlar). Ancak bagskalari da, bilinen daha kiiciik boyutlu drnekler-
den yola cikarak daha yiiksek boyutlu nesnelerin neye benzedikleri
hakkinda fikir sahibi olabilir. 3-kiire bu tiir bir nesnedir.

2§imdi 2-boyutlu kiireyi, diskin iki kopyasindan elde edebiliriz.
Disklerden birini kuzey yarimkiireye benzer bir yarimkiireye do-
niistiiriin; oteki diski de giiney yarimkiireye. Sonra da bu iki ya-
rimkiireyi kenar cizgilerinden yapistirin. i§te size 2-kiire.

ters donmdis gibi goriinmesi.

iki boyutlu top

Bir boyutlu kiire

du. Perelman ve Thurston’un sonuglariy-
la ti¢ boyutlu uzayin alabilecegi olanakli
biittin sekillerin; yani evrenimizin (zama-
n1 degil, yalmzca uzay ele alarak), mate-
matigin almasina izin verdigi biittin sekil-
lerin eksiksiz bir kataloguna sahibiz.

Lastik Simitler

Poincaré savini ve Perelman’in ispati-
ni daha derinden anlamak icin topoloji
konusunda bazi seyler bilmek gerekir.

Kusbakisi

+ Matematikgiler 100 yil boyunca, Henri
Poincaré’nin 6nerdigi, lic boyutlu kiire veya 3-
kiire olarak bilinen bir nesneyle ilgili savi ispat-
lamaya calistilar. Sav, 3-kiirenin, biitiin ii¢ bo-
yutlu nesneler, ya da manifoldlar arasinda tek
oldugunu ileri siiriiyor.
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Matematigin bu dalinda nesnenin tam
seklinin 6nemi yoktur; sanki oyun hamu-
rundan yapilmis gibi onu istediginiz 6l-
ctide ezer, gerer, biikersiniz. Sanal oyun
hamurundan yapilmis nesnelerle ya da
uzaylarla neden ilgileniyoruz? Nedeni,
bir nesnenin tam seklinin -lizerindeki
herhangi iki nokta arasindaki uzakhigin-
nesnenin “geometrisi” denen yapisiyla il-
gili olmasi. Topologlar, oyun hamurun-
dan yapilmis bir nesneyle, onun geomet-
rik yapisindan bagimsiz olan temel 6zel-

+ Poincaré savinin ispati, sonunda gen¢ Rus
matematikgisi Grigori Perelman’dan geldi. Pe-
relman, calismalariyla, olanakli biitiin 3 boyutlu
manifoldlan siniflandiran biiyiik bir arastirma
programini da tamamlamis oluyor.

« Evrenimizin sekli 3-kiire olabilir. Bununla
ilgili matematigin, parcacik fizigi ve Einstein’in
gorelilik kuramiyla da ilging baglantilari var.

liklerini kesfederler. Topolojiyle calis-
mak, insanlarin ortak o6zelliklerini bul-
maya benzer; belirli herhangi bir insanin
sekline girebilen bir ‘oyun hamuru insa-
nr'ni ele almak gibi. Topolojinin herhan-
gi bir poptiler anlatimmi okuyanlar, bir
topolog icin bir fincanla bir simit arasin-
da bir fark olmadig1 yolundaki aciklama-
y1 bilirler. Bununla anlatilmak istenen, o-
yun hamurundan yapilmis bir fincana,
kesmeden, delik acmadan, ya da parcala-
r1 yapistirmadan, hamuru bastirip yuvar-
layarak simit sekli verebiliyor olmaniz. O-
te yandan, bir topu simite déntstiirmek
icin ya ortasindan delik acmak, ya da o-
nu bir silindir bi¢iminde uzatip iki ucu
yapistirmaniz gerekir. Bu tiirden bir kes-
me ya da yapistirma gerektirecek olan
bu islemden dolayi, top, topologlara gére
bir simitle ayni sey degildir.

Topologlar1 en cok ilgilendiren sey,



Kuzey kutbu

North pole

Ekvator (2-kiire, tiim yiizey)

Kuzey kutbu
North pole

Giiney kutbu

South pale

Giiney kutbu

South pole

3

4§imdi 2-kiireyi ve icerdigi ti¢ boyutlu hacmi (“li¢ boyutlu bir

top”) ele alarak cember ve disk ile yaptiklarimizi top ve kiireyle
de yapalim: Bunlarin iki kopyasini alip kenarlar birbirine yapis-
tiralim. Toplari dért boyutta, yarimkiire benzeri bir seye nasil
carpitabilecegimizi hayal edemeyiz; ama bu gerekmez de. Yii-
zeylerde (2-kiirelerde) birbirine karsilik gelen noktalarin, tipki
cemberlerdeki noktalar gibi, birlestirildigini bilmek yeterli. iki
topu birlestirmenin sonucu 3-kiiredir; bu kiire de dort boyutlu
topun “yiizeyi”dir (3-kiire ve 4-topun varoldugu dort boyutta,
bir nesnenin “yiizeyi” li¢ boyutludur). Toplardan birine kuzey
yarimkiire, otekine de giiney yarimkiire diyebiliriz. Kuzey kut-
bu, kuzeydeki topun merkezindedir (tipki kuzey kutbunun, ku-
zey diskinin merkezinde oldugu gibi).

5§imdi de bu toplarin, uzayin biiyiik bos bélgeleri oldugunu ve

bir insanin da kuzey kutbundan uzay gemisiyle yola ¢iktigini dii-
stinelim. Sonunda kuzey topunu cevreleyen kiirenin tiimi olan
“ekvatora” (1) ulasir. Ekvatorda giiney yarimkiireye gecer ve
dogru boyunca giderek onun merkezinden (giiney kutbu) yol
alarak kendini ekvatorun karsi tarafinda (2, 3) bulur. Orada
tekrar kuzey yarimkiireye gecer ve cikis noktasi olan kuzey kut-
buna (4) gelir. Boylece hayalimizde dort boyutlu topun yiizeyin-
de hareket ederek onu cepcevre dolasan bir kisiyi izlemis ol-
duk! iki topun kiiresel yiizeylerinin birlestirilmesinden olusan 3-
kiire Poincaré savinin gegerli oldugu uzaydir. Evrenimizin sekli
de 3-kiire olabilir.

Bu siirece devam ederek bes boyuta (4-kiire yapmak icin) gece-
biliriz; ancak ne olup bittigini anlamak daha da zorlasir. Benzer
sekilde iki n-topun kenar noktalarini yapistirarak belli herhangi
bir n-kiireyi olusturabiliriz. Kenarlar, ya da sinirlar (n-1)-kiireler-
dir; tipki diskin (2-top) kenarlarinin bir cember (1-kiire) oldugu

gibi. Sonucta (n+1)-topu cevreleyen bir n-kiire elde edilir.

top ile simitin ytizeyleri; bu nedenle her
iki nesnenin igini bosaltarak birer balon
olduklarini diistinecegiz. Bu durumda da
topolojileri farklidir; kiiresel bir balon,
“tor” denen halka seklinde bir balona dé-
niisemez. Oyleyse tor ve kiire, topolojik
bakimdan farkl seylerdir. Baslangicta to-
pologlar, topolojik bakimdan farkli kac
varlik bulundugunu ve bunlar1 ayirt e-
den nitelikleri aramaya giristiler. “Yu-
zey” ad1 da verilen iki boyutlu nesnelerin
nitelikleri, acik ve kesin bicimde, ytizeyin
“kulp” sayisiyla belirlenir.

19. ylizyil sonunda matematikgiler yi-
zeyleri nasil siiflandiracaklarini bulmus-
lard1. Biitiin ytizeyler icinde yalnizca kii-
renin basit oldugunu biliyorlardi. 3-ktire
de, 2-kiire gibi basitlik bakimindan tek
miydi? Bu basit sorunun ardindan gelen
yuz yillik donem, yanhs girisimler ve yan-
lis ispatlarla dolu.

20. ylizyila girildiginde, en etkin calis-
malar1 yapan iki matematikciden biri o-
lan Henri Poincaré (digeri David Hilbert)
bu soruya dogrudan yaklagmisti. Poin-
caré’nin, temel ya da uygulamali mate-
matigin bitiin alanlarina hakim olanla-
rin sonuncusu oldugu soylenir. Matema-
tigin bazi alanlarim gelistirmenin yanin-
da, gok mekanigi, elektromanyetizma
kuramlar1 ve bilim felsefesi konularina
(bu konuda ¢ok okunan hirkac kitap da
yazmist1) da katkida bulunmustu.

Poincaré, cebirsel topoloji denen ma-
tematik dalinin baglica yaraticisidir. 1900
yili civarinda bu yeni alandaki teknikleri
kullanarak, bir nesnenin topolojisinin 6l-
clitdi olan ve “homotopi” ad1 verilen kav-
rami tanimladi ve gelistirdi. Bir manifol-
dun homotopisini saptamak i¢in bu ma-
nifolda kapali bir ilmek gémdigiiniizi
diistintin. Ilmek, manifold cevresinde ola-

nakli herhangi bir bicimde sarilabilir. Pe-
ki, bu ilmek, hicbir b6ltimiinti manifold-
dan kaldirmadan, yalnizca yer degistire-
rek, bir noktaya sikistirilabilir mi? Bir si-
mit yiizeyi icin, yamt “hayir”dir. Ilmek, si-
mitin cevresinde dolaniyorsa bir noktaya
sikistirilamaz; simitin i¢ ¢cemberinde en-
gelle karsilasir. Homotopi bir ilmegin en-
gellenebilecegi farkli biittin yollarin bir
6lctimiddir.

Bir n-kiire tstiinde, ilmek ne denli
egilip biikilmis olsa da, her zaman ac-
larak bir noktaya sikistirilabilir (bu islem-
ler sirasinda ilmegin kendi icinden gec-
mesine de izin veriliyor). Poincaré, ola-
nakli her ilmegin bir noktaya biiziisebile-
cegi yegane 3-manifoldun, 3-kiirenin ken-
disi oldugunu ileri stirdd; ama bunu is-
patlayamadi. Bu 6nerme, zamanla “Poin-
caré sav1” olarak tinlendi. On-yillar bo-
yunca bircok kisi savi kanitladigini bildir-
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Topolojide bir nesnenin tipatip sekli veya geometrisi 6nemli degildir. Sanki
her sey oyun hamurundan, ya da lastikten yapilmistir ve germe, biikme, sikis-

Olanakl biitiin 2-boyutlu manifoldlar ya da yiizeyler (kompakt ve yonlendirile-
bilir olmak kosuluyla), bir kiire alip (a balonu gibi) ona kulplar ekleyerek ya-

2-kiire, yiizeyler arasinda benzersizdir; lizerine gomiilen kapall bir ilmek, bir
nokta (a) oluncaya kadar kiigiiltiilebilir. Buna karsin tor dstiindeki bir ilmek,
ortadaki delik cevresinde “yakalanabilir” (b). 2-kiire disindaki her yiizeyde il-
megin yakalanabilecegi kulplar vardir. Poincaré savi, biitiin ii¢ boyutlu mani-

Yiizeylerin Topolojisi

tirma yoluyla sekillendirilebilir. Ancak, kesme ve yapistirma yasaktir. Bu du-
rumda topolojide, tek deligi olan en soldaki fincan, en sagdaki simite denktir.

pilabilirler. Bir kulpun ilavesiyle “tiir-1 yiizeyi”, ya da tor olusur. Bu, sag st _
teki simitin yiizeyidir. lki kulp ilavesiyle “tiir-2 yiizeyi” (b) elde edilir.

foldlar arasinda 3-kiirenin tek oldugunu séyler: Ustiindeki herhangi bir il-
mek, bir nokta oluncaya kadar kiigiiltiilebilir; ama baska herhangi bir 3-ma-
nifoldda ilmek yakalanabilir; yani bir noktaya biiziismesi olanaksizdir.

di; ama yanildiklar1 ortaya cikti. (Burada
ve daha sonraki boliimlerde aciklamay:
daha anlagilir kilmak icin, karmasik iki
durumu dikkate almiyoruz: yonlendirile-
meyen manifoldlar ve kenarlari olan ma-
nifoldlar. Ornegin, biikildiikten sonra
uglart birlestirilmis bir serit olan Mobius
seridi yonlendirilemez. Kendisinden bir
disk kesilip ¢ikarilmis olan bir kirenin
kenar1 vardir. Mobius seridinin de kena-
r1 vardir.)

Geometriklestirme

Cok dikkatli incelemelere gogiis gere-
bilen ilk ispat, Perelman’a ait olani. 3-bo-
yutlu manifoldlari ¢éziimleme yaklagimi,
geometriklestirme denen bir siirecle bag-
lantihidir. Geometri bir nesnenin ya da
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manifoldun gercek bicimiyle ilgilidir:
geometri acisindan nesne, oyun hamu-
rundan degil, seramikten yapilmustir. Or-
negin, bir fincanin geometrisi simitinkin-
den farkhdir; ytizeyi farkl bicimlerde eg-
rilesir. Simit ve fincan (tek kulplu) topo-
lojik bir tor’'un, geometrileri farkl iki 6r-
negidir.

Geometriklestirmenin Perelman’a ne
anlamda yardimci oldugunu anlamak i-
cin, geometrinin 2-manifold ya da ytizey-
leri siniflandirmada nasil kullanilabilece-
gini ele alalim. Her topolojik ytizeye, eg-
riligin ttimuyle dlizgilin bicimde yayildig:
Ozel ve tek olan bir geometri karsilik ge-
lir. Kiire icin, bu yegane geometri, kusur-
suzca kiiresel olan kiiredir. Topolojik kii-
re icin bir baska 6rnek de yumurta kabu-
gunun bicimi; ama kabugun egriligi her

yerde ayni degil. Yumurtanin sivri ucu,
diger uca gore daha biiyiik bir egrilige
sahip.

2-manifoldlar ti¢ geometrik tip olustu-
rur. Kiire, “pozitif egrilige” sahiptir, bir
tliimsegin tepesi gibi. Geometriklestirilmis
simit dtzdtr; egriligi dizleminki gibi si-
firdrr. Iki ya da daha ¢ok kulpu olan bii-
ttin diger manifoldlarin egriligi negatiftir.
Negatif egrilik, bir dag gecidi ya da bir
eyerin egriligine benzer: Eyer oOn-arka
dogrultusunda yukari dogru, sag-sol dog-
rultusunda asagiya dogru kivrilir. Poin-
caré, Klein sisesine adini veren Felix Kle-
in ve Paul Koebe ile 2-manifoldlarin bu
geometrik siniflandirilmasina, ya da geo-
metriklestirilmesine katkida bulunmustu.

Benzer yontemleri 3-manifoldlara uy-
gulamaya calismak cok dogal. Her topo-



2-manifoldlar “tekbicimlestirilerek” ya da “geometriklestirilerek”, yani onlara belirli bir geometri, ya da
kati bir bicim tahsis ederek siniflandirilabilirler. Her biri, egriligi diizgiin bicimde dagilmis bir sekle do-
niisebilir. Kiire (a) her noktada sabit pozitif egriligi olan, yani her noktada bir tepenin (ist bolimii gibi

egrilmis yegane bicimdir. Tor (simit) (b) diiz, yani her noktada egriligi sifir olan sekle getirilebilir. Bunu

gormek icin torun kesilip silindir
seklinde uzatildigini diisiiniin. Bu
durumda da silindir, boylu boyunca
kesilerek bir dikdortgen diizlem
parcasina doniistiiriilebilir. Tiir-2 ve
daha yiiksek tiirlere (c) sabit nega-
tif egrilik verilebilir; kulp sayisina
bagl olarak bagka ayrintilar da var-
dir. Burada sabit negatif egrilik e-
yer sekliyle gosterilmistir.

a. .
bo ‘

3-manifoldlarin siniflandinimasi da 2-manifoldlarinkine benzer; ama ¢ok daha karmasiktir. Bu siniflan-
dirma, Perelman’in ¢alismasiyla tamamlanmis bulunuyor. Genel olarak, bir 3-manifoldun parcalara ay-
rilmasi, bu parcalardan her birine de, li¢ boyutlu sekiz dogal (“kanonik”) geometriden birinin seklinin
verilebilmesi gerekir. Asagida verilen mavi renkli drnek (2-manifoldlar olarak art arda cizilmis) bes ta-
nesine denk olan geometrilerden olusuyor: sabit pozitif (a), sifir (b), negatif (c) egrilikleri olan 3-geo-
metriler, ayrica 2-kiire ile cember “carpimi” (d) ve negatif egriligi olan yiizeyle cember carpimi (a).

3-manifold

. ; oo ‘

DOGAL (KANONIK) 3-GE0METI3?!._ITZ_I_2DEN ORNEKLER
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lojik 3-manifoldu, egriligin manifold bo-
yunca diizglin bicimde yayildigi, tek bir
geometriyle eslestirmek mtimkiin mu-
dir?

3-manifoldlarn 2-manifoldlardan cok
daha karisik oldugu anlasiliyor. 3-mani-
foldlarin cogu tek bir geometriyle esles-
mez; her birinin, farkli bir dogal (“kano-

nik”) geometriye sahip parcalara ayrilma-
s1 gerekir. Dahasi, 2-manifoldlarda oldugu
gibi tic temel geometri yerine, manifold
parcalarinin her biri, belirlenmis 8 dogal
geometriden herhangi birinin bi¢imini ala-
bilir. Bir 3-manifoldu parcalara ayirmak,
bir bakima, bir sayinin tek bir sekilde asal
carpanlara ayrilmasina benzer.

Siniflandirma yontemi 6nce 1970’le-
rin sonlarinda Thurston tarafindan 6ne-
rilmisti. Meslektaglariyla birlikte bu savin
bazi 6nemli bolimlerini de ispatladilar.
Ne var ki, tiim sistemin dayandigi canali-
c1 noktalar, Poincaré savi da dahil, erim-
leri disinda kaldi. 3-kiire tek miydi? Bu
sorunun yanitlanmasi ve Thurston prog-
rammnin tamamlanmasi, ancak Perel-
man’in makaleleriyle mtimkiin oldu.

Bir manifoldu geometriklestirmek -ya-
ni, ona her yerde tek-bicim (uniform) eg-
rilik vermek- icin ne yapabiliriz? Bir yon-
tem, rasgele bir geometriyle, belki de ce-
sitli girinti ¢ikintilart olan yumurta kabu-
8u bicimiyle baglamak ve sonra biittin di-
zensizlikleri gidermek olabilir. 1990’larin
basinda Hamilton, manifoldlar icin béyle
bir analiz programi baglatti. Matematikgi
Gregorio Ricci-Curbastro’nun adiyla ani-
lan ve sicaklik akisimi diizenleyen denk-
lemle benzerlikleri olan Ricci akigi denk-
lemini kullandi. Sicak ve soguk noktalari
olan bir nesnede dogal olarak sicaklik
her yerde ayni oluncaya kadar, 1s1, daha
sicak bolgelerden daha serin bolgelere a-
kar. Ricci akis denklemi, egrilik tizerinde
benzer etki yaparak bir manifolddaki gi-
rinti ¢ikintilan esitler. Bir yumurtayla
baslarsaniz, yumurta yavas yavas kusur-
suz kiiresel bicime dénistir.

Hamilton’un analizi bir engele takild::
Bazi durumlarda Ricci akist manifoldun
bir bolgesinde, ¢cimdiklenmis gibi bir nok-
taya sikisiyordu. (Bu, Ricci akisinin 1si
akisindan farkli oldugu durumlardan biri.
‘Cimdiklenen’ bélgeler sonsuz sicakhiga
ylkselmeyi basarabilen noktalara benzi-
yordu. Bunun bir 6rnegi, halter bicimin-
de, yani ince bir boyunla birlesmis iki ku-
reye benzer bir manifolddu. Kireler bo-
yun bélimint cekerek biiytir; boyun da
iki taraftan, orta noktasina dogru incelir.
Olasi bir baska 6rnek, bir manifoldda in-
ce cubuk seklinde cikinti oldugunda orta-
va cikiyordu. Ricci akisi, bu durumda
“puro tekilligi” ad: verilen bir sorun olus-
turabilirdi. Manifold bu sekilde ¢imdik-
lendiginde “tekil” niteligini kazanir; artik
gercek bir ti¢ boyutlu manifold degildir.
Gercek bir tic boyutlu manifoldda, her-
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Tekilliklerle Basetmek

Perelman’in calismalarindan once, Poincaré savini ispatlamak ve 3-
manifoldlari geometriklestirmek icin Ricci akis denklemini

silagir. Bir ornek, halter seklinde (bir tiiple birlesen iki kiire) seklin-

cabalari, bir engele takilmigti. Bir 3-manifoldun seklini yavas yavas
degistiren Ricci akigi, arada “tekillikler” adi verilen sorunlarla kar-

“Ameliyat”, Perelman’in calismasinda gdsterildigi gibi, Ricci akigin-
da ortaya ¢ikan tekillikler sorununu ¢ozebilir. Manifoldun bir bélge-
si ¢imdiklenmeye basladiginda, bunun her iki tarafinda kiiciik birer
bélge kesilip ¢ikartilir (c); bu kesikler kiiciik kiirelerle kapatilir ve

c

deki i (a). Tiip, bir noktada ¢imdiklendiginde manifoldun
ozelliklerini bozar (b). Puro tekilligi denen bir baska tekilligin de
varolabilecegi diistiniliiyordu.

b

Tekillik

Ricci akigi devam eder. Daha sonra bagka bélgelerde de ¢imdik go-
riiliirse bu siirecin birka¢ kez tekrarlanmasi gerekebilir. Perelman,
bu siirecin sonunda bitecegini kanitladi. Ayni zamanda puro tekil-
liklerinin de asla olmayacagini gosterdi.

d

hangi bir nokta cevresindeki ktcilik bir
bolge, siradan bir tic boyutlu uzaymn ki-
ctik bir bélgesi gibi gortiniir; ancak ¢im-
diklenmis noktalarda bu 6zellik yoktur.
Iste bu engeli ortadan kaldiracak yol, Pe-
relman’1 beklemek zorundayd.

Perelman ABD’ye 1992 yilinda dokto-
ra sonrast Ogrencisi olarak geldi. New
York Universitesi ve Stony Brook’da bir-
kac yarryil kaldiktan sonra Berkeley'de-
ki California Universitesi’nde iki yil gecir-
di. Kisa stirede, geometrinin belirli bir
dalinda 6nemli sonuclar ispatlayarak,
parlak bir genc yildiz olarak tinlendi. Av-
rupa Matematik Dernegi'nin ona verdigi
oduli reddetse de, Uluslararast Matema-
tikciler Kongresi'ne bir konferans verme-
si icin kendisine yapilan oldukca prestijli
teklifi kabul etti. 1995 baharinda, 6nde
gelen matematik bolimlerinin kendisine
yaptig1 kadro tekliflerini de geri ceviren
Perelman, tilkesine, St. Petersburg’a ge-
ri dondi. Amerikali meslektaslarmdan
biri onun igin “Kiltiir bakimindan tam
bir Rus. Materyalizmden ¢ok uzak” de-
misti.

Petersburg’a dondiikten sonra Perel-
man, matematikcilerin radar ekranlarin-
da pek gértinmez olmustu. Yillar sonra,
eski meslektaslarina ender olarak elek-
tronik posta mesajlar1 gondererek, soz-
gelimi Internet’te yayimlanmis makalele-
rindeki hatalara dikkat cekmek disinda
sesi pek ¢ikmadi. Kendisinin neler yapti-
gin1 soran mesajlarsa yanitsiz kaliyordu.

Nihayet 2002 sonlarinda birkac kisi
ondan e-posta alabildi. Ortak matematik
sunucusuna gonderdigi calismayr haber
veriyor ve kendine 6zgii tislubuyla, kisa-
ca, makaleye ilgi duyabileceklerini s6ylu-
yordu. Bu mesaj, onun Poincaré saviyla
ugrastiginin ilk habercisiydi. Bu 6n ya-
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yimda Perelman, bagh bulundugu Stek-
lov Enstitiisti disinda ABD’deki doktora
sonras! pozisyonlarinda biriktirdigi para-
nin destegini de dile getiriyordu.
Perelman, makalesinde Ricci akist
denklemine bir terim eklemisti. Bu degi-
siklik, tekillik sorununu yok etmiyordu;
ancak Perelman’in 3-manifoldlarin anali-
zini cok daha ileriye gotiirmesini sagli-
yor, halter tiirti tekilliklerde ‘ameliyat’
yapilabilecegini gosteriyordu. Ameliyat
yontemiyse halterdeki ince ttpt, ¢cimdik-
lenmenin bagladigi noktanin iki yanin-
dan kesip, her iki taraftaki acik tiiptin ag-
zin1 kiire biciminde bir kapakla kapat-
makti. Bu durumda Ricci akisi, ameliyat-
I1 manifold ile, bir sonraki ¢imdige kadar
devam eder; bu yeni ¢imdik icin ameliyat
tekrarlanir. Perelman bunun disinda, pu-
ro tekilliklerinin olusamayacagim da gos-
terdi. Oyleyse, herhangi bir 3-manifold,
her biri tekbicim geometriye sahip parca-
larin bir topluluguna indirgenebilirdi.
Ricci akisi ve ameliyat yontemleri, ola-
nakli biitiin 3-manifoldlara uygulandigin-
da, bir 3-ktire kadar ‘basit’ (yani, 3-kiirey-
le ayn1 homotopiye sahip) herhangi bir
manifold, mutlaka 3-kiire gibi tekbicim
bir geometriye sahip olacaktir. Bu de-

Poincaré (oturmus ve Marie

Curie ile konuguyor)

Ekim 1911’de Briiksel’deki
Solvay Fizik Konferansi’na katildi.

¥ Arkasinda ayakta.duranlar, Ernest Rutherford, Heike Ka-
¥ '.‘merlingh Onnes (o yil stiperiletkenligi kesfetmisti) ve Al-
e 'llgrt Einstein._Bu, Einstein ve Poincaré’nin ilk ve son

ka'l"'slla mala incaré dokuz ay sonra oldii.

mektir ki, topolojik bakimdan bu mani-
fold bir 3-kiiredir.

Perelman’in arastirmasi Poincaré sa-
vini ispatlamanin 6tesinde, getirdigi yeni
analiz teknikleri bakimmdan da énemli-
dir. Matematikciler onun calismasina da-
yanan calismalar géndermeye, ya da o-
nun tekniklerini baska problemlere uy-
gulamaya basladilar bile. Ayrica, bu ma-
tematigin fizikle de tuhaf bir baglantisi
var. Hamilton ve Perelman tarafindan
kullanilan Ricci akisi, renormalizasyon
grubu denen ve etkilesimlerin giictintin
carpisma giictine bagh olarak nasil degis-
tigini belirleyen kavramla da baglantili.
Ornegin, diistik enerjilerde elektroman-
yetik etkilesim 0,0073 (yaklasik 1 / 137)
sayisiyla nitelenen bir glice sahiptir. An-
cak, eger 151k hizina yakin hizda iki elek-
tron dogrudan carpisirsa, glic 0,0078e
daha yakin olur.

Carpisma enerjisini artirmak, kuvveti
daha kisa uzakliklarda incelemek demek-
tir. Bu nedenle, renormalizasyon grubu,
bir stireci daha incelikli ya da kabaca iz-
lemek icin biytitmesi ayarlanabilen bir
mikroskop gibidir. Benzer sekilde, Ricci
akist da, bir manifolda sectiginiz bir bi-
yiitme glictiyle bakmak gibidir. Bir bi-
yltme élceginde goriilebilir olan girinti
ve cikintilar bir baska 6lcekte kaybolur.
Fizikgiler, icinde yasadigimiz uzaymn 10%
metre, ya da Planck uzunlugu 6lceginde
cok farkli gériinebilecegini dustintiyorlar
?bir stirt ilmegi, kulpu ve baska topolo-
jik yapilar1 da olan bir “képtik”. Fiziksel
kuvvetlerin degisimiyle ilgili matematik,
manifoldlarin geometriklestirilmesiyle il-
gili matematige cok benzer.

Fizikle bir bagka baglant1 da genel gé-
relilik denklemleridir. Ktitlecekim kuvve-
tinin isleyisini ve evrenin btiyik 6lgekli
yapisini aciklayan bu denklemler, Ricci
akis1 denklemiyle yakindan iligkilidir. Da-
hasi, Hamilton’un kullandig1 temel akis
denklemine Perelman’in ekledigi terim,
kiitlecekimin kuantum kurami olan si-
cim kuraminda da ortaya cikar. Perel-
man’in tekniklerinin genel gorelilik ya
da sicim kurami hakkinda ilging, yeni bil-
giler getirip getirmeyecegini hentiz bilmi-
yoruz. Eger bu gerceklesirse, Perelman
bize soyut 3-uzaylarin sekli konusunda
bilgi vermis olmanin yanisira, icinde ya-
sadigimiz bu 6zel uzaym sekli konusun-
da da bizi aydinlatmis olacak.

Collins, G.P. “The Shapes of Space”
Scientific American, Temmuz 2004
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