
‹nsano¤lu yeryüzündeki yarat›klar›n
en yarat›c› olan› flüphesiz. Üstelik bu
özelli¤ini biraz da tembellik yapma ar-
zusuna borçlu. Yarat›c›l›k ve tembellik
gibi birbirine z›t iki kavram nas›l olur
da birbini tetikler acaba? Yarat›c›l›k so-
nucunda ortaya ç›kan pek çok buluflun
bugün neredeyse hayat›n her alan›nda
seri ifllem yapan ve dolay›s›yla insano¤-
luna yapmas› için daha az ifl b›rakan
‘makineler’ oldu¤unu düflünürsek bu
iki kavram›n birbiriyle ba¤lant›l› oldu¤u
aç›kça görülür. Makine denince akla ge-
nellikle metalden yap›lm›fl, otomatik
olarak çal›flan bir araç geliyor. Asl›nda
makine, önceden belirlenmifl bir ifli ken-
di kendine, bir örnekte yani kendisine
ö¤retildi¤i flekilde yapacak biçimde dü-
zenlenmifl bir ayg›t. Bu durumda for-
mülleri de birer makine gibi düflünebili-
riz. Nas›l bir bulafl›k makinesi içine ko-
nulan kirli bulafl›klar› kendi kendine y›-
kamakla yükümlüyse formüller de al-
d›klar› belli de¤erler için belli sonuçlar
vererek soyut birer makine gibi davra-
n›rlar ve onlar da insano¤lunun pratik
olma (di¤er bir deyiflle tembellik yap-
ma) arzusunun bir sonucudur.

Johann Carl Friedrich Gauss 10 ya-
fl›nda küçük bir çocukken (y›l 1787)
matematik ö¤retmeni biraz tembellik
yapmak için mi yoksa u¤raflmas› gere-
ken baflka iflleri oldu¤u için mi bilin-
mez, s›n›ftaki ö¤rencilerden 1’den
100’e kadar olan say›lar› toplamalar›n›
istedi. Hemen kötü niyetli olmamak la-
z›m. Belki de ö¤retmen, bu ödevi, ö¤-
rencilerinin toplama üzerinde biraz
pratik yapmas› için verdi, ne de olsa
zaman kazanmak için 1’den 500’e ka-
dar olan say›lar› toplatmak daha karl›
gibi gözüküyor. Ö¤renciler daha 20’ye
kadar toplamadan Gauss hocas›n› yan›-
na ça¤›rd›, amac› sonucunun do¤ru
olup olmad›¤›n› sormakt›. Ö¤retmeni
Gauss’un yan›na do¤ru giderken ona
nas›l k›zaca¤›n› düflünüyordu çünkü
bu kadar k›sa sürede kim bulabilirdi ki
cevab›? Defterini kontrol etti¤inde flafl-
k›nd› ve gelmifl geçmifl en büyük dahi-
lerden birinin karfl›s›nda oldu¤unu o
an için farkedemediyse de normal üstü
bir zekayla karfl› karfl›ya oldu¤unu an-
lam›flt›.

Ayn› iflleri sürekli yapmak bazen
bunalt›r bizleri.  Hatta bu ayn› ifli 100

kere yapman›z  gerekiyorsa pratik ze-
kan›z mecburen devereye girer ve ya-
rat›c› biri olup ç›k›verirsiniz. Gauss di-
¤er çocuklar gibi toplamay› 100’e ka-
dar yapaca¤›na, kolay yollar aramay›
tercih etti. S›rayla bir bafltan ve bir
sondan ald›¤› say› ikililerinin toplamla-
r›n›n ayn› oldu¤unu farketti:

Hepsi de toplan›nca 101 ediyordu.
Dahas›, 101 eden bu toplamlardan 50
tane vard›. 50 tane 101 demek bu iki
say›n›n çarp›m› demekti:

50 x 101 = 5050
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Genel Bir Formül

Asl›nda genel bir formülü bu örne-
¤e bakarak tahmin edebiliriz.

100’ün yar›s›n› 100’ün 1 fazlas› ile
çarpm›flt›k. Öyleyse 1’den n’e kadar
olan say›lar›n toplam›n› her n do¤al sa-
y›s›n için bulmak istedi¤imizde yapma-
m›z gereken n’in yar›s›n› n’in 1 fazlas›
ile çarpmak olsa gerek. Yine de bu ge-
nel sonuçtan hemen emin olmay›n
çünkü bunu tahmin yoluyla bulduk ve
onu ispatlamadan kullanmak hata yap-
mam›za neden olabilir. Tümevar›m
yöntemi kullanarak yap›lan ispat gös-
teriyor ki bu tahmin gerçekten do¤ru.
(okuyucumuzun bu ispat› denemesini
tavsiye ederiz) 

Bir formülün makine gibi çal›flma-
s›ndan bahsederken neyi kastetti¤imiz
flimdi daha aç›k bir hal alm›fl olsa ge-
rek. 1’den 51398565748’e kadar olan
say›lar› toplamak m› istiyorsunuz? For-
mülede n yerine say›n›z› koyun sonuç
otomatik olarak gelsin, 51398565748
tane toplama ifllemiyle u¤raflmay›n. Bu
arada toplam sembolü olarak kullan›-
lan Σ iflaretinin gelmifl geçmifl en üret-
ken matematikçi Leonhard Euler tara-
f›ndan önerildi¤ini belirtmekte de fay-
da var.

Di¤er Sonlu Toplam 
Formülleri

1’den n’e kadar olan say›lar›n kare-
lerini, küplerini ya da 4. üncü kuvvet-
lerini toplamak isterseniz bunlar›n
hepsi için birer formül oldu¤unu duy-
mak sizi mutlu edebilir. Örne¤in say›-
lar›n karesi için:

ya da küpleri için

Dahas› bu toplam› 51398565748’in-
ci kuvvette bile yapabilirzsiniz çünkü
genel bir formül de mevcut. Ama uya-
ral›m, bu genel formül biraz uzun. Bu
sayfaya s›¤sa bile geriye yaz›m›z› ta-
mamlayacak yerimiz kalmazd›. Merak-
l›lar formülü adresinde bulabilir. (ingi-

lizce bir engel teflkil etmiyor. Ne de ol-
sa matemati¤in dili evrensel)

Cebir ve Geometri 
Aras›ndaki Köprüler

Genellikle cebir, geometriye yard›m-
c› oluyormufl da geomterinin cebire bir
faydas› yokmufl gibi gözükür. Halbuki
öyle durumlar vard›r ki geometri cebi-
rin en büyük yard›mc›s› olup ç›k›verir!
Bu yard›mlaflman›n güzel bir örne¤ini
9. yüzy›lda El-Harizminin ikinci derece
denklemleri çözmek için kulland›¤›
metotlarda görebiliriz. Harizmi’nin Hi-
sabül-Cebr ve’l-Mukabele ismli kitab›n-
dan ve cebir kelimesinin buradan gel-
di¤inden daha önceki yaz›lar›m›zda
bahsetmifltik. Tamamlama anlam›na
gelen cebr kelimesini, elindeki ikinci
derece denklemleri tam kareye tamam-
layarak çözme metodunu ifade etmek
için kullanan Harezmi bu çözümleri
yaparken durumu geometrik ispatlarla
canland›rmay› da unutmam›fl. 

Kendisinin kulland›¤› 
örne¤ini ele alal›m.

Sol taraf›n tam kare olmas› için

eklenmesi gerekiyor. Birine
ekleyince eflitlik bozulmas›n diye di¤e-
rine de eklemek gerekir:

fiimdi her taraf›n kökünü al›p denk-
lemi x için çözebiliriz:

Peki tam kare olmas› için ek-
lenmesi gerekti¤ini nas›l anlad›k? Bu-
nu pek çok flekilde cevapland›rabiliriz.
Harezmi’nin geometri kullanarak ver-
di¤i cevap flöyle:

Geometrik ispat›n bir di¤er bir ör-
ne¤ini de tek say›lar›n toplam formülü
için verebiliriz:

Bu formül Gaussun 10 yafl›ndayken
üretti¤i formülden birkaç basit kural
kullan›larak ç›kar›labilir ama ç›kar›m,
flu geometrik ispat kadar göze hitap
edebilirmi ona siz karar verin:

Sonlu toplamlar, sonsuz toplamla-
r›n çözülmeye bafllamas›yla üzerindeki
ilgiyi kaybetti. Gerçi sonsuz toplamlar
matematik tarihi kadar eski bir mesele.
Zenon’un paradokslar› bunun en bü-
yük kan›t›. Bu meselenin çözülmesi
sonsuz küçükler hesab›n›n ortaya ç›-
k›p geliflti¤i döneme rastlar. 

Sonsuz tane say›n›n toplanabilmesi
ve bunun da elle tutulur bir say› olma-
s› sadece matematikçilerin de¤il bu du-
rumu gören pek çok kiflinin de ilgisini
çekmifltir. Sonsuz toplamlar› ayr›nt›l›
olarak önümüzdeki say›m›zda ele ala-
ca¤›z. 

Köflemizin bu ayki mektubunu bir
motivasyon ve ön haz›rl›k teflkil etme-
si için bu konuda seçtik.

N i l ü f e r  K a r a d a ¤
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Harun arkadafl›m›z oldukça ikna
edici ve iddial› bir mektup yollam›fl.
Öncelikle kendisine fikirlerini bizlerle
paylaflt›¤› için teflekkür ediyor ve ma-
temati¤e olan ilgisinin hep böyle dina-
mik kalmas›n› diliyoruz.

-1=0 gibi bir sonuca ulaflt›¤›m›z›
görünce akla ilk gelen basamaklar›n
birinde hata yap›lm›fl oldu¤udur. fia-
yet basamaklarda hata yoksa yani ger-
çekten (do¤ru kullan›lm›fl) matematik-
sel ifadeler bizi -1=0 gibi bir eflitli¤e
(daha do¤rusu eflitsizli¤e) götürüyor-
sa matemati¤in en temelinde ciddi bir
hata var demektir ve bu da 3000 y›l-
d›r kullan›lan ve mükemmel çal›flan
bir sistemin bitmesi demektir!

Matemati¤i yarg›s›z infaz etme-
mek için flimdi ifadeleri teker teker in-
celeyelim. 

‘1 + 2 + 4 + 8 + …= x olsun’ (!)
Gerçekten böyle bir kabul yap›la-

bilir mi? x nas›l bir fleydir? fiayet bir
say›ysa evet onunla ilgili cebirsel ifl-
lemler yapar, denkleme koyar gerçek
de¤erini buluruz. Ama say› de¤ilse
böyle fleyler yapamay›z çünkü topla-
ma ç›karma ifllemleri say›lar için ta-
n›mlanm›flt›r. 

1 + 2 + 4 + 8 + …toplam›n›n son-
suza ›raksad›¤› belli yani sonuç bir sa-
y› olamaz. Kabullenme yanl›fl oldu¤u
için kalan ifllemler de yanl›fl bir sonu-
ca varmam›za neden oluyor.

Harun arkadafl›m›z›n da belirtti¤i
gibi bu ifadeler oldukça geniflletilip
flafl›rtmacal› oyunlar ç›kar›labilir. Bun-
lar›n en meflhurlar›ndan biri de bütün
tamsay›lar›n toplam› ile ilgili oland›r:

…(-3) + (-2) + (-1) + 1 + 2 + 3…=???
‘Bu toplam›n 0 olmas›ndan daha

do¤al ne olabilir ki’ diyenlerdenseniz
uyar›yoruz, çünkü sizinle hemfikir ol-
mayanlar da var. Bu farkl› fikirlerden
biri flöyle:

…(-3) + (-2) + (-1) + 1 + 2 + 3…
=0 + 1 + (2 + (-1)) + (3 + (-2)) + ... 

= 0 + 1 + 1 + 1 + 1 +  ... 
ki limit de¤eri ’a gider. 
Di¤er bir fikir flöyle:
…(-3) + (-2) + (-1) + 1 + 2 + 3…
=0 – 1 + (1 + (-2)) + (2 + (-3)) + ...

= –1 – 1 – 1 – 1 –… ki limit
de¤eri – ’a gider. 

Bu fikirlerin en ilginci de flu:
0 + ((-1) + 2) + (1 + (-2)) + ((-3) +

4 ) + (3 + (-4))...
=0 + (1) + (-1) + (1) + (-1)...

Bu toplama de¤iflik öneriler geti-
renler var
1.Öneri: ((1) + (-1)) + ((1) + (-1)) +... 

=0
2.Öneri: (1) + [(-1) + (1)] + [(-1) + (1)]... 

=1 + 0 + 0...
=1

3.Öneri: (-1) + [(1) + (-1)] + [(1) + (-1)]... 
=-1 + 0 + 0...
=-1

4.Öneri:     1 - 1 - 1 + ... = T
1 - (1 - 1 + ...) = T,
1 - T= T

T=1/2
Yani biraz zorlay›nca tamam› tam

say›lardan oluflan bir toplam› kesirli
bir say› olan 1/2’ye eflitledik. Peki ya
yine nerede hata yapt›k? Bu sefer da-
ha deneyimli oldu¤umuza göre ayn›
hatay› yapt›¤›m›z› hemen farkedebili-
riz. Bütün tam say›lar›n toplam› ola-
rak ifade edilen serinin yak›nsak oldu-
¤unu yani sonucunun bir say› oldu¤u-
nu kabul ederek ifle bafllad›k bu kabu-
lü ispats›z kabul etmenin nelere ma-
loldu¤unu da gördük. 

Unutmay›n sonsuzu say› gibi ka-
bul edip kendisi ile 

+ - = 0
gibi ifllemler yapmam›z do¤ru de-

¤ildir. Cebirsel ifllemler say›lar için ta-
n›mlanm›flt›r. Nas›l elmadan armutu
ç›karam›yorsak bu basit gibi gözüken
ifllemi de yapam›yoruz. 

N i l ü f e r  K a r a d a ¤
karadagnilufer@yahoo.com

Bir Eflitsizlik

Merhaba;
Sizlere önemli bir eflitsizlikten bah-
sedece¤im. 
(1) 1 + 2 + 4 + 8 + …= x olsun; 
x’i temel aritmetik bilgileriyle kolay-
l›kla bulabiliriz.
2(1 + 2 + 4 + 8 + …)= 2x
2 + 4 + 8 + 16 …= 2x
(2)  1 + 2 + 4 + 8 + 16 +…=2x+1
Dikkat ederseniz (1). ve (2). ifadeler
ayn›, o halde

x =2x+1
x = -1  

Bu bilinen bi gerçek ve pek çok ki-
tapda ve dergide geçiyor.
Gelelim benim bulmufl oldu¤um ku-
rala;
1 + 2 + 3 + 4 + … toplam›n›n kaç ol-
du¤unu bulmaya çal›flaca¤›z.
1 + 2 + 3 + 4 + …= x olsun, bu ifa-
deyi flu flekilde yazabiliriz.
1 + (1 + 1) + (2 + 1) + (3 + 1)+ …= x
ve
1 + 2 + 3 + 4 +… + 1 + 1 + 1 +…=x
1 + 2 + 3 + 4 ifadesinin yerine x yaz-
d›¤›m›zda 
x + 1 + 1 + 1 +…=x
1 + 1 + 1 +…=0
Tekrar (1). ifadeye geri dönelim.
1 + 2 + 4 + 8 + …= -1 bulmufltuk. Bu
ifadeyi flu flekilde yazabiliriz.

1 + (1 + 1) +( 1 + 1 + 1 + 1 )+…= -1
Sonsuz tane 1’in toplam›n› az önce
s›f›r olarak buldu¤umuza göre 
1 + 2 + 4 + 8 +…
=1 + (1 + 1) +( 1 + 1 + 1 + 1 )+…= 0
olmas› gerekirdi ama -1 ç›k›yor. 
Do¤rulu¤u aflikar olan iki yöntemle
bir ifadenin iki farkl› de¤erine ulafl›-
yoruz.
Bu ifadeyi daha da geniflletebilir ve
farkl› ifadelere uygulayabiliriz. Bu
bizi büyük bir belirsizli¤e götürür.
Buluflumu de¤erlendirirseniz sevini-
rim.

Harun Yurdagül
Ankara Atatürk Anadolu Lisesi

Yenimahalle Ankara

Bir Buluflum Var

E¤er siz de kaydetti¤iniz önemli bir bulgu
oldu¤unu düflünüyorsan›z dergimize gönde-
rin ve onu sizin için de¤erlendirelim. Adre-
simiz:

TÜB‹TAK Bilim ve Teknik Dergisi,
Buluflumu De¤erlendirin Köflesi,
Atatürk Bulvar› No:221 
Kavakl›dere-ANKARA 
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