SONLU TOPLAMLAR

Insanoglu yerytiziindeki yaratiklarin
en yaratict olani stiphesiz. Ustelik bu
Ozelligini biraz da tembellik yapma ar-
zusuna borclu. Yaraticilik ve tembellik
gibi birbirine zit iki kavram nasil olur
da birbini tetikler acaba? Yaraticilik so-
nucunda ortaya ¢ikan pek ¢ok bulusun
bugtin neredeyse hayatin her alaninda
seri islem yapan ve dolayisiyla insanog-
luna yapmasi icin daha az is birakan
‘makineler’ oldugunu dustintrsek bu
iki kavramin birbiriyle baglantili oldugu
actkca gortlir. Makine denince akla ge-
nellikle metalden yapilmis, otomatik
olarak calisan bir arac¢ geliyor. Aslinda
makine, 6nceden belirlenmis bir isi ken-
di kendine, bir 6rnekte yani kendisine
Ogretildigi sekilde yapacak bicimde di-
zenlenmis bir aygit. Bu durumda for-
miilleri de birer makine gibi diistinebili-
riz. Nasil bir bulasik makinesi igine ko-
nulan kirli bulasiklari kendi kendine yi-
kamakla ytktmltyse formiiller de al-
diklar1 belli degerler icin belli sonuclar
vererek soyut birer makine gibi davra-
nirlar ve onlar da insanoglunun pratik
olma (diger bir deyisle tembellik yap-
ma) arzusunun bir sonucudur.
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Johann Carl Friedrich Gauss 10 ya-
sinda ktglk bir ¢ocukken (yil 1787)
matematik 6gretmeni biraz tembellik
yapmak icin mi yoksa ugrasmasi gere-
ken bagka isleri oldugu icin mi bilin-
mez, siniftaki Ggrencilerden 1’den
100’e kadar olan sayilar1 toplamalarini
istedi. Hemen kotii niyetli olmamak la-
zim. Belki de 68retmen, bu 6devi, 6g-
rencilerinin toplama tizerinde biraz
pratik yapmasi icin verdi, ne de olsa
zaman kazanmak icin 1’den 500’e ka-
dar olan sayilari toplatmak daha karl
gibi goziikiyor. Ogrenciler daha 20’ye
kadar toplamadan Gauss hocasini yani-
na cagirdi, amacit sonucunun dogru
olup olmadigini sormakti. Ogretmeni
Gauss’un yanina dogru giderken ona
nasil kizacaginmi distintyordu ¢linku
bu kadar kisa stirede kim bulabilirdi ki
cevab1? Defterini kontrol ettiginde sas-
kindi ve gelmis gecmis en buiytik dahi-
lerden birinin karsisinda oldugunu o
an icin farkedemediyse de normal st
bir zekayla kars1 karsiya oldugunu an-
lamusti.

Aymi igleri stirekli yapmak bazen
bunaltir bizleri. Hatta bu ayni isi 100

kere yapmaniz gerekiyorsa pratik ze-
kaniz mecburen devereye girer ve ya-
ratici biri olup cikiverirsiniz. Gauss di-
ger cocuklar gibi toplamayr 100’e ka-
dar yapacagina, kolay yollar aramayi
tercih etti. Sirayla bir bastan ve bir
sondan aldig1 sayi ikililerinin toplamla-
rinmn ayni oldugunu farketti:

1ve 100; 2 ve99; 3 ve 98;...;50 ve 51

Licift Yt 3.¢ift 50.¢ift
Hepsi de toplaninca 101 ediyordu.
Dahasi, 101 eden bu toplamlardan 50
tane vardi. 50 tane 101 demek bu iki
saymin carpimi demekti:
50 x 101 = 5050
Bir iki daha dg.Ug daha
altil Dért daha....




Genel Bir Formil

Aslinda genel bir formdlii bu érne-
ge bakarak tahmin edebiliriz.

100’tn yarisin1 100’tn 1 fazlas: ile
carpmistik. Oyleyse 1’den n’e kadar
olan sayilarin toplamini her n dogal sa-
yisin icin bulmak istedigimizde yapma-
miz gereken n’in yarisini n’in 1 fazlasi
ile carpmak olsa gerek. Yine de bu ge-
nel sonuctan hemen emin olmaymn
clinkt bunu tahmin yoluyla bulduk ve
onu ispatlamadan kullanmak hata yap-
mamiza neden olabilir. Timevarim
yontemi kullanarak yapilan ispat gos-
teriyor ki bu tahmin gercekten dogru.
(okuyucumuzun bu ispati denemesini
tavsiye ederiz)

Zk=l+2+...+n=@

Bir formdliin makine gibi calisma-
sindan bahsederken neyi kastettigimiz
simdi daha acik bir hal almis olsa ge-
rek. 1’den 51398565748’e kadar olan
sayilar1 toplamak mui istiyorsunuz? For-
miilede n yerine sayimnizi koyun sonuc
otomatik olarak gelsin, 51398565748
tane toplama islemiyle ugrasmayin. Bu
arada toplam sembolii olarak kullan:-
lan X isaretinin gelmis gecmis en tret-
ken matematik¢i Leonhard Euler tara-
findan Onerildigini belirtmekte de fay-
da var.

Diger Sonlu Toplam
Formtilleri

1’den n’e kadar olan sayilarin kare-
lerini, kiiplerini ya da 4. tincii kuvvet-
lerini toplamak isterseniz bunlarin
hepsi icin birer formtl oldugunu duy-
mak sizi mutlu edebilir. Ornegin sayi-
larin karesi icin:

2!;3 gty gt MO0 QeH])
- " 6
ya da kdpleri icin
2""=1*+23+33+ (D7
> .

Dahasi bu toplami 51398565748’in-
ci kuvvette bile yapabilirzsiniz ¢linku
genel bir formiil de mevcut. Ama uya-
ralim, bu genel formdl biraz uzun. Bu
sayfaya sigsa bile geriye yazimizi ta-
mamlayacak yerimiz kalmazdi. Merak-
lilar formula adresinde bulabilir. (ingi-

lizce bir engel teskil etmiyor. Ne de ol-
sa matematigin dili evrensel)

Cebir ve Geometri
Arasindaki Kopriiler

Genellikle cebir, geometriye yardim-
c1 oluyormus da geomterinin cebire bir
faydasi yokmus gibi gozuktr. Halbuki
Oyle durumlar vardir ki geometri cebi-
rin en buytk yardimcist olup ¢ikiverir!
Bu yardimlagsmanin giizel bir 6rnegini
9. ylizyilda El-Harizminin ikinci derece
denklemleri ¢6zmek igin kullandigi
metotlarda gorebiliriz. Harizmi'nin Hi-
sabtil-Cebr ve’l-Mukabele ismli kitabin-
dan ve cebir kelimesinin buradan gel-
diginden daha o6nceki yazilarimizda
bahsetmistik. Tamamlama anlamina
gelen cebr kelimesini, elindeki ikinci
derece denklemleri tam kareye tamam-
layarak ¢6zme metodunu ifade etmek
icin kullanan Harezmi bu ¢éztimleri
yaparken durumu geometrik ispatlarla
canlandirmayi da unutmamis.

Kendisinin kullandigi

** +10x =39 ornegini ele alalim.

Sol tarafin tam kare olmast icin

10,,
(2) eklenmesi gerekiyor. Birine
ekleyince esitlik bozulmasin diye dige-
rine de eklemek gerekir:

X +10x+5°=39+5°
(x+5)° =64

Simdi her tarafin kékiind alip denk-
lemi x icin ¢6zebiliriz:

{x+5)-¢8=x-3 veya xwcl3

10,
Peki tam kare olmasi icin (?) ek-
lenmesi gerektigini nasil anladik? Bu-
nu pek cok sekilde cevaplandirabiliriz.
Harezmi’'nin geometri kullanarak ver-
digi cevap soyle:

5x/2
x birim 4
5x/2
Bx/2
X |birim xZ x birir
52 x_birim 52
Bx/2

Sari alan x +10x i temsil ediyor, yani ortadaki karenin

10x 5x
2

Bu alam tam kareye tamamlamak igin koselerdeki 4 kareyi

eklemek gerekir.

Bir kenari 5/2 oldugunu gekilden agikga gordiigiimiiz bu

karelerin herbirinin alani 25/4 olarak kolayca hesaplanabilir.

Toplam da 4 kare oldugu igin ifadeye 2.4 - 25 cklemek

alam x? ve kenarlardaki dikddrtgenlerin alan: da

Geometrik ispatin bir diger bir 6r-
negini de tek sayilarin toplam formiilu
icin verebiliriz:

2(:21:—1)=1+3+5+...+(2n—1)=n2

Bu formtil Gaussun 10 yasindayken
trettigi formtlden birka¢ basit kural
kullanilarak cikarilabilir ama ¢ikarim,
su geometrik ispat kadar goze hitap
edebilirmi ona siz karar verin:

Sonlu toplamlar, sonsuz toplamla-
rin ¢6ziilmeye baslamasiyla tizerindeki
ilgiyi kaybetti. Ger¢i sonsuz toplamlar
matematik tarihi kadar eski bir mesele.
Zenon’un paradokslart bunun en bi-
yik kaniti. Bu meselenin ¢6ztilmesi
sonsuz kicilikler hesabinin ortaya ¢i-
kip gelistigi doneme rastlar.

Sonsuz tane saymnin toplanabilmesi
ve bunun da elle tutulur bir sayr olma-
s1 sadece matematikgilerin degil bu du-
rumu goren pek cok kisinin de ilgisini
cekmistir. Sonsuz toplamlar1 ayrintili
olarak 6ntimtzdeki sayimizda ele ala-
cagiz.

Koésemizin bu ayki mektubunu bir
motivasyon ve 6n hazirlik teskil etme-
si icin bu konuda segtik.

Niltifer Karadag
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Bere B, wlusurn Lar

Bir Esitsizlik

Merhaba;
Sizlere 6nemli bir esitsizlikten bah-
sedecegim.
(1)1 +2+4+8+..=xolsun;
X’i temel aritmetik bilgileriyle kolay-
likla bulabiliriz.
21 +2+4+8+.)=2x
2+4+8+16..=2x
(2) 1+2+4+8+16 +.=2x+1
Dikkat ederseniz (1). ve (2). ifadeler
ayni, o halde

X =2x+1

X =-1
Bu bilinen bi gercek ve pek cok ki-
tapda ve dergide geciyor.
Gelelim benim bulmus oldugum ku-
rala;
1+2+3+4+ .. toplammin kag ol-
dugunu bulmaya calisacagiz.
1+2+3+4+..=xolsun, bu ifa-
deyi su sekilde yazabiliriz.
1+1+1)+@2+1)+@B+1)+..=x
ve
1+2+3+4+.+1+1+1+.=x
1+ 2 + 3 + 4 ifadesinin yerine x yaz-

digimizda
x+1+1+1+.=x
1+1+1+.=0

Tekrar (1). ifadeye geri donelim.
1+2+4+8+..=-1bulmustuk. Bu
ifadeyi su sekilde yazabiliriz.

1+1+1)+(1+1+1+1)+.=-1
Sonsuz tane 1’in toplamini az 6nce
sifir olarak buldugumuza gore
1+2+4+8+.
=1+(1+1)+H(1+1+1+1)+.=0
olmasi gerekirdi ama -1 cikiyor.
Dogrulugu asikar olan iki yontemle
bir ifadenin iki farkli degerine ulasi-
yoruz.

Bu ifadeyi daha da genisletebilir ve
farkl ifadelere uygulayabiliriz. Bu
bizi biiytik bir belirsizlige gottirtir.
Bulusumu degerlendirirseniz sevini-
rim.

Harun Yurdagiil

Ankara Atatiirk Anadolu Lisesi
Yenimahalle Ankara
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Harun arkadasimiz oldukca ikna
edici ve iddiali bir mektup yollamis.
Oncelikle kendisine fikirlerini bizlerle
paylastig1 icin tesekkir ediyor ve ma-
tematige olan ilgisinin hep boyle dina-
mik kalmasini diliyoruz.

-1=0 gibi bir sonuca ulastigimizi
gortunce akla ilk gelen basamaklarin
birinde hata yapilmis oldugudur. Sa-
yet basamaklarda hata yoksa yani ger-
cekten (dogru kullanilmis) matematik-
sel ifadeler bizi -1=0 gibi bir esitlige
(daha dogrusu esitsizlige) gotiirtiyor-
sa matematigin en temelinde ciddi bir
hata var demektir ve bu da 3000 yil-
dir kullanilan ve miikemmel calisan
bir sistemin bitmesi demektir!

Matematigi yargisiz infaz etme-
mek icin simdi ifadeleri teker teker in-
celeyelim.

‘1+2+4+8+.=xolsun’ (!)

Gercekten boyle bir kabul yapila-
bilir mi? x nasil bir seydir? Sayet bir
saylysa evet onunla ilgili cebirsel is-
lemler yapar, denkleme koyar gercek
degerini buluruz. Ama say1r degilse
boyle seyler yapamayiz clinkii topla-
ma cikarma islemleri sayilar igin ta-
nimlanmistir.

1+2+4+8+ . .toplaminin son-
suza iraksadigi belli yani sonug bir sa-
y1 olamaz. Kabullenme yanlis oldugu
icin kalan islemler de yanlis bir sonu-
ca varmamiza neden oluyor.

Harun arkadasimizin da belirttigi
gibi bu ifadeler oldukca genisletilip
sasirtmacali oyunlar ¢ikarilabilir. Bun-
larin en meshurlarindan biri de biitiin
tamsayilarin toplami ile ilgili olandir:

(3)F(2)+ (1) +1+2+3.=22

‘Bu toplamin 0 olmasindan daha
dogal ne olabilir ki’ diyenlerdenseniz
uyartyoruz, ¢linkd sizinle hemfikir ol-
mayanlar da var. Bu farkl fikirlerden
biri séyle:

w(3)+(2)+ (1) +1+2+3..

=0+1+2+(1)+@3+(-2)+..

=0+1+1+1+1+ ..
ki limit degeri °© ’a gider.

Diger bir fikir soyle:

W(3)+(2)+ (1) +1+2+ 3.

=0-1+(1+(2)+(2+(-3) +..

=-1-1-1-1-..Kkilimit
degeri - © ’a gider.

Bu fikirlerin en ilginci de su:
0+ ((1)+2)+(1+(2)+(3)+
4) + (3 + (4))...
=0 + (1) + (1) + (1) + (-1)...
Bu toplama degisik oneriler geti-
renler var
1.0neri: (1) + (-1)) + (1) + (-1)) +...
=0
2.0neri: (1) + [(-1) + (1)] + [(-1) + (1)]...
=1+0+0..
=1
3.0neri: (-1) + [(1) + (1] + [(1) + (-1)]...
=1+0+0..

4.Oneri:

T=1/2

Yani biraz zorlaymca tamami tam
sayllardan olusan bir toplami kesirli
bir say1 olan 1/2’ye esitledik. Peki ya
yine nerede hata yaptik? Bu sefer da-
ha deneyimli oldugumuza gore ayni
hatayr yaptigimizi hemen farkedebili-
riz. Biitliin tam sayilarin toplami ola-
rak ifade edilen serinin yakinsak oldu-
gunu yani sonucunun bir say1 oldugu-
nu kabul ederek ise basladik bu kabu-
It ispatsiz kabul etmenin nelere ma-
loldugunu da gorduk.

Unutmaym sonsuzu sayi gibi ka-
bul edip kendisi ile
0 +-00 =
gibi islemler yapmamiz dogru de-
gildir. Cebirsel islemler sayilar icin ta-
nimlanmistir. Nasil elmadan armutu
cikaramiyorsak bu basit gibi goziiken
islemi de yapamiyoruz.

Niltifer Karadag
karadagnilufer@yahoo.com

Eger siz de kaydettiginiz onemli bir bulgu
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